Ответы
7 класс
1. Ответ: ∠АОD = 100°, ∠АОС = 110°, ∠АОВ = 120°, ∠ВОС = 130°, ∠ВОD = 140° (см. рис.). Можно, например, действовать следующим образом: сначала провести лучи ОА, ОВ и ОD так, что ∠АОВ = 120°, ∠ВОD = 140°, ∠АОD = 100°. Это возможно, так как сумма таких углов равна 360°. Затем провести луч ОС между сторонами угла BOD так, чтобы ∠СОD = 10°, тогда ∠АОС = 110°, ∠ВОС = 130°.
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Критерии проверки.
7 баллов. Приведен верный чертеж и верно записаны все требуемые углы
5 баллов. Приведен верный чертеж, на котором отмечена часть требуемых углов (либо записана отдельно), а остальные углы однозначно восстанавливаются
1 балл. Приведен правдоподобный чертеж, но по имеющимся записям требуемые углы не восстанавливаются однозначно
0 баллов. Приведен неверный чертеж или он отсутствует

2. Ответ: 36 долларов.
Решение. Пусть сначала мантия стоила x долларов, тогда у Рона было 2/3x долларов, у Гермионы – 3/4x долларов, а у Гарри – 4/5x долларов. На распродаже мантия стоила (x – 9,4) доллара, а три мантии – 3(x – 9,4) долларов. Так как друзья купили три мантии, потратив все деньги, то 2/3x + 3/4x + 4/5x = 3(x – 9,4). Решая это уравнение, получим: x = 36.
Критерии проверки.
7 баллов.  Приведено верное обоснованное решение и получен верный ответ
5 баллов. Верно и обоснованно составлено уравнение, но решение не закончено или в нем допущена вычислительная ошибка
3 балла. Приведен верный ответ и показано, что он удовлетворяет условию
1 балл. Приведен только верный ответ
0 баллов. Приведено неверное решение или оно отсутствует

3. Ответ: 6.
Решение. Первые два утверждения заведомо ложные, так как до каждого из них было сделано менее двух заявлений. Третье заявление истинно, так как до него было произнесено 2 ложных заявления и ноль истинных. Четвертое заявление ложно, так как к двум ложным заявлениям добавилось одно истинное, а пятое заявление снова истинно.
Рассуждая аналогично, получим, что все гномы, делающие далее чётное утверждение, говорили ложь, а гномы, делающие нечётное утверждение, говорили правду. Таким образом, рыцарями являются гномы, выступавшие под номерами: 3, 5, 7, 9, 11 и 13.
Критерии проверки.
7 баллов. Приведено полное обоснованное решение и получен верный ответ
6 баллов. Приведено верное в целом рассуждение, содержащее незначительные пробелы или неточности и получен верный ответ
3 балла. Верно указаны только номера гномов, сказавших правду, но какие-либо пояснения отсутствуют
1 балл. Приведен только ответ
0 баллов. Приведено неверное решение или оно отсутствует

4. Ответ: 12, 3 и 1 соответственно.
Решение. Из условия задачи следует, что длина стороны каждого квадрата – натуральное число, причем длина стороны каждого квадрата является делителем длины стороны предыдущего. Пусть длина стороны маленького квадрата равна а, среднего – ka, большого – mka. Тогда (mka)2 + (ka)2 + a2 = 154 ⇔ a2(m2k2 + k2 + 1) = 154.
Из полученного равенства следует, что 154 кратно a2. Так как 154 = 2×7×11, то оно кратно только 12, то есть а = 1. Тогда k2(m2 + 1) = 153. Следовательно, 153 делится на k2. Учитывая, что 153 = 32×17 и k > 1, получим: k = 3. Подставляя найденное значение k в предыдущее равенство, получим, что m = 4. Таким образом, длины сторон квадратов равны: маленького – 1, среднего – 3, большого – 12.
Можно также составить уравнение a2 + b2 + c2 = 154, где а, b и c – искомые длины, найти все его натуральные решения и отобрать из них то, которое удовлетворяет условию. В этом случае, перебор должен быть полным и обоснованным, в частности, должна быть найдена и отброшена тройка (9; 8; 3).
Критерии проверки.
7 баллов. Приведено полное обоснованное решение и получен верный ответ
6 баллов. Приведено верное в целом рассуждение, содержащее незначительные пробелы или неточности и получен верный ответ
5 баллов. Из соображений делимости получено первое равенство, но дальнейшие выводы не верны или отсутствуют
3 балла. Приведен верный ответ и проверено, что он удовлетворяет условию, либо верный ответ получен неполным перебором
1 балл. Приведен только ответ
0 баллов. Приведено неверное решение или оно отсутствует

5. Ответ: 8.
Решение. См., например, рис. Легко проверить, что в каждой вершине куба стоит счастливое число.
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Существуют и другие примеры. Разберёмся, как они устроены (от участников олимпиады этого не требовалось). Обозначим числа, стоящие в вершинах куба (см. рис.). Запишем сначала два равенства для противоположных вершин нижнего квадрата: а = а1 + b + d (1); c = c1 + b + d (2). Вычитая из равенства (1) равенство (2), получим: a – c = a1 – c1 (3).
Теперь запишем аналогичные равенства для двух вершин вертикального ребра: b = b1 + a + c (4); b1 = b + а1 + c1 (5). Подставив b1 из равенства (5) в равенство (4), получим: a + c = – a1 – c1 (6). Объединив равенства (3) и (6) в систему, получим, что а = – c1; с = – a1. Таким образом, числа, стоящие в противоположных вершинах куба должны быть противоположными (аналогичные равенства для двух других пар чисел следуют из симметрии куба).
Следовательно, для построения любого примера достаточно выбрать одну из вершин куба и обозначить числа, живущие в соседних с ней вершинах, например, через x, y и z. Для того, чтобы выбранная вершина была счастлива, поселим в неё число x + y + z. Требуется только, чтобы модули чисел x, y, z и x + y + z были попарно различными. Тогда останется поселить в противоположных вершинах числа – x, – y, – z и – x– y – z соответственно. Нетрудно убедиться, что все восемь чисел счастливы.
 
Критерии проверки.
7 баллов. Приведены верный ответ и верный пример
2 балла. Приведен только ответ
0 баллов. Приведен неверный пример или он отсутствует

8 класс
1. Ответ: 101×803 (мм).
Решение. Без ограничения общности можно считать, что разрез проходил по вертикали. После разрезания добавились две вертикальные стороны рамки вместе с угловыми квадратами, на которые ушло 2018 – 1812 = 206 квадратов. Значит, на каждую сторону ушло 206 : 2 = 103 квадрата и столько же квадратов составляла вертикальная сторона исходной рамки. Тогда горизонтальная сторона исходной рамки (без учета угловых квадратов) составляла (1812 – 206) : 2 = 803 квадрата. Так как угловые квадраты учитывать не надо, то размер исходной фотографии: 101×803 (мм).
Критерии проверки
7 баллов. Приведено полное обоснованное решение и получен верный ответ
5 баллов. Вместо размера фотографии верно и обоснованно найдены размеры исходной рамки (103х805 мм)
4 балла. Приведены отчасти верные рассуждения, но для одной или обеих сторон ответ отличается от верного на 1мм или 2 мм
2 балла. Приведен только верный ответ и проверено, что он удовлетворяет условию
1 балл. Приведен только ответ
0 баллов. Приведено неверное решение или оно отсутствует

2. Ответ: не может.
Решение. Если хотя бы одно из записанных чисел – это 1, то обратное к нему также 1, тогда сумма обратных чисел больше, чем 1. Следовательно, среди записанных чисел нет 1. Предположим, что среди них нет числа 2. Рассмотрим четыре наименьших натуральных числа из оставшихся: 3, 4, 5 и 6. Сумма чисел, им обратных, равна 1/3+1/4+1/5+1/6 = 0,95 < 1.
Увеличение любого из этих чисел приводит к уменьшению числа, ему обратного, поэтому при отсутствии числа 2 среди записанных сумма обратных чисел не будет равна 1.
Условию задачи удовлетворяют следующие наборы чисел: (2; 3; 7; 42), (2; 3; 8; 24), (2; 3; 9; 18), (2; 3; 10; 15), (2; 4; 5; 20), (2; 4; 6; 12). От школьников не требуется приводить пример чисел, удовлетворяющих условию.
Критерии проверки
7 баллов. Приведено полное обоснованное решение
6 баллов. Приведены верные в целом рассуждения, но случай, когда одно из чисел равно 1, не рассмотрен
5 баллов. Приведены верные в целом рассуждения, рассмотрен случай, когда одно из чисел равно 1, и случай 3, 4, 5, 6, но отсутствуют дальнейшие рассуждения и выводы
3 балла. Записаны только верный ответ и неравенство 1/3+1/4+1/5+1/6 < 1 без каких-либо пояснений
1 балл. Приведен только ответ
0 баллов. Приведено неверное решение или оно отсутствует

3. Ответ: могут.
Решение. Рассмотрим, например, прямые, заданные уравнениями: y = 8x + 1, y = 7x + 2, y = 6x + 3 и y = 5x + 4. Каждая из них проходит через точку (1; 9), поэтому они делят плоскость ровно на 8 частей.
Существуют и другие примеры, в которых все прямые проходят через указанную точку. Это условие выполняется, если в каждом из уравнений k + b = 9. В других случаях плоскость разделится на большее количество частей (другой общей точки быть не может и параллельных прямых среди них нет).
Критерии проверки
7 баллов. Приведен верный пример и объяснено, почему в этом случае плоскость разделится ровно на 8 частей, либо это показано аккуратным построением графиков
4 балла. Приведен только верный пример (без дальнейших пояснений)
3 балла. Приведены 4 уравнения прямых, проходящих через одну точку, но использованы не все числа от 1 до 8, а какие-то из них повторяются
1 балл. Приведен только ответ
0 баллов. Приведено неверное решение или оно отсутствует

4. Ответ: ∠A = 72°, ∠B = 108°, ∠C = 54°, ∠D = 126°.
Решение. Пусть ∠ABD = a, тогда ∠ABC = 3a, ∠BAD = 180° –  3a, ∠BDA = ∠DBC = 2a (см. рис.).
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В треугольнике BCD отрезок BM является биссектрисой и медианой, следовательно, этот треугольник – равнобедренный: BD = BC. Тогда ∠BCD = ∠BDС = (180° – ∠DBC) : 2 = 90° – a.
Кроме того, ∠BCА = ∠DАC = ∠ВАC, следовательно, BA = BC. Таким образом, треугольник BAD – также равнобедренный, поэтому ∠BAD = ∠BDA, значит, 180° – 3a = 2a, откуда a = 36°. Следовательно, ∠A = 72°, ∠B = 108°, ∠C = 54°, ∠D = 126°.
Критерии проверки
7 баллов. Приведено полное обоснованное решение
6 баллов. Приведено верное в целом решение, содержащее незначительные пробелы или неточности (например, верно и обоснованно найдены только углы А и В)
3 балла. Доказана только равнобедренность треугольников BCD или ABC
1 балл. Приведен только ответ
0 баллов. Приведено неверное решение или оно отсутствует

5. Ответ: обязательно.
Решение. Назовём число m “начальным”, если его назвали, а предыдущее число m – 1 не называли. Фантазёры по условию не называли начальных чисел. Если бы начальное число назвал лжец, то ни другой лжец, ни рыцарь не могли бы назвать его второй раз. Но каждое число было названо, как минимум, два раза. Поэтому начальное число могли называть только рыцари, и 33 – единственное начальное число. Кроме того, каждое число, отличное от 33, должен был назвать хотя бы один фантазер, так как лжецы не могут называть одно и то же число дважды. Это означает: 1) числа, меньшие, чем 33, названы не были (иначе наименьшее из них было бы начальным); 2) все десять названных чисел идут подряд (но не обязательно назывались в порядке возрастания).
Следовательно, названы все натуральные числа от 33 до 42 включительно, и 40 – среди них.
Описанная в условии ситуация возможна, например: 39л; 40ф; 33р; 34л; 36л; 35л; 36ф; 37ф; 38л; 41л; 42ф; 33р; 34ф; 35ф; 36ф; 37ф; 38ф; 39ф; 40ф; 41ф; 42ф; 33р; …
Критерии проверки
7 баллов. Приведено полное обоснованное решение
6 баллов. Приведено верное в целом решение, содержащее незначительные пробелы или неточности
5 баллов. Приведен верный ответ, но решение содержит как верные, так и неверные утверждения (например, утверждается, что числа обязательно назывались в порядке возрастания)
4 балла. Обосновано только, что числа, меньшие, чем 33, не могли быть названы, но дальнейших продвижений нет или в дальнейших рассуждениях есть ошибки
3 балла. На основе одного или нескольких примеров утверждается, что названы числа от 33 до 42 включительно, но это не доказано
1 балл. Приведен только ответ (“Да” или “Нет”)
0 баллов. Приведено неверное решение или оно отсутствует








9 класс
1. Ответ: не могло.
Решение. Предположим, что при делении получилось 0,8. Обозначим наименьшее число первой суммы через n. Тогда эта сумма равна: n + (n + 1) + … + (n + 9) = 10n + 45. Каждое слагаемое второй суммы на 10 больше соответствующего слагаемого первой суммы, поэтому вторая сумма на 100 больше, чем первая.
Таким образом,
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Преобразуя это равенство, получим, что n = 35,5. Это противоречит тому, что n – натуральное число.
Критерии проверки
7 баллов. Приведено полное обоснованное решение и получен верный ответ
5 баллов. Верно и обосновано получено необходимое равенство, но допущена вычислительная ошибка, не повлиявшая на ответ
3 балла. Необходимое равенство получено, но дальнейших продвижений нет
1 балл. Приведен только ответ
0 баллов. Приведено неверное решение или оно отсутствует

2. Ответ: y = 0,5с(x + 2)2.
Решение. Найдем координаты точек пересечения графика линейной функции с осями координат: (0; 2c) и (–2; 0). График квадратичной функции (парабола) касается оси OX в точке (–2; 0), следовательно, ее формула имеет вид y = a(x + 2)2. Так как парабола проходит через точку (0; 2c), то, подставляя x = 0, y = 2c в полученную формулу, получим: 2с = a×22, откуда a = 0,5c. Таким образом, искомая формула: y = 0,5с(x + 2)2.
Критерии проверки
7 баллов. Приведено полное обоснованное решение и получен верный ответ
6 баллов. Верно и обосновано найдено, что y = a(x + 2)2, но дальнейшего продвижения нет или при вычислении значения а допущена вычислительная ошибка
2 балла. Приведен только верный ответ
0 баллов. Приведено неверное решение или оно отсутствует

3. Решение. Из условия задачи, следует, что MK – средняя линия треугольника ABC, значит, MK || AC и MK = 0,5AC (см. рис.). Так как HM – медиана прямоугольного треугольника BHC, то HM = 0,5BC. Кроме того, так как HM = МС, то ∠ACB = ∠MHC = ∠HMK. Тогда треугольники KHM и ABC подобны, так как KM/AC = HM/BC  и равны углы между этими сторонами.
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Вместо равенства углов можно использовать, что HK – медиана прямоугольного треугольника ABH, то есть HK = 0,5AB. Тогда треугольники подобны по трем сторонам.
Критерии проверки
7 баллов. Приведено полное обоснованное решение
5 баллов. Приведено верное в целом решение, содержащее незначительные пробелы или неточности
3 балла. Доказано только, что MK = 0,5AC или (и) HM = 0,5BC, но дальнейших продвижений нет
0 баллов. Приведено неверное решение или оно отсутствует

4. Решение. Докажем, что середина произвольного отрезка PQ, удовлетворяющего условию, лежит на средней линии MN трапеции ABCD.
Первый способ
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Проведем отрезки QF и PE, параллельные основаниям трапеции (см. рис.). Тогда в трапециях EBCP и AQFD равны углы при основаниях, значит, они равнобокие.
Следовательно, ВЕ = CP = AQ = DF. Таким образом, MN – средняя линия трапеции QEPF. Следовательно, она делит пополам и ее диагональ PQ, что и требовалось.
Второй способ
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Из условия задачи следует, что PN = MQ (см. рис.). Опустим перпендикуляры PP’ и QQ’ на прямую MN, тогда равны прямоугольные треугольники PP’N и QQ’M (по гипотенузе и острому углу), значит, PP’ = QQ’. Пусть PQ пересекает MN в точке О, тогда равны прямоугольные треугольники PP’О и QQ’О (по катету и острому углу). Следовательно, РО = QO, что и требовалось.
Существуют и другие способы решения.
Критерии проверки
7 баллов. Приведено полное обоснованное решение
5 баллов. Приведено верное в целом решение, содержащее незначительные пробелы или неточности
3 балла. Указано одно из возможных дополнительных построений, позволяющих провести доказательство, но решение не завершено
0 баллов. Приведено неверное решение или оно отсутствует

5. Решение: Предположим, что убрать коврик, не оголив куска пола, нельзя. Тогда под каждым ковриком должна быть клетка, покрытая только один раз (иначе, коврик, под которым каждая клетка покрыта хотя бы дважды, можно забрать). Значит, клеток, покрытых в один слой, не меньше, чем 13. Тогда клеток, покрытых хотя бы в два слоя, не больше, чем 16 –13 = 3. Заметим, что любую клетку можно накрыть двухклеточными ковриками не более, чем четырьмя различными способами. Таким образом, все коврики в сумме накрывают не больше, чем 13×1 + 3×4 = 25 клеток. Это противоречит тому, что 13 ковриков должны в сумме накрывать 2×13 = 26 клеток. Следовательно, один коврик можно убрать.
Критерии проверки
7 баллов. Приведено полное обоснованное решение
5 баллов. Приведено верное в целом решение, содержащее незначительные пробелы или неточности
2 балла. Присутствуют верные идеи, но решение не закончено или содержит ошибки
0 баллов. Приведено неверное решение или оно отсутствует














10 – 11 классы
1. Ответ: сможет.
Решение. Так как 1 + 2 + … + 33 = [image: C:\Users\LEGO\Desktop\1-1.jpg]  = 17×33, то каждый богатырь должен выйти в дозор 17 раз. Пусть, например, Черномор пронумерует богатырей и в первые 16 дней богатыри выходят в дозор в соответствии со своими номерами: в первый день –богатырь с номером один, во второй – с номерами 1 и 2, и так далее, в шестнадцатый день –богатыри с номерами от 1 до 16. В следующие 16 дней порядок выхода такой: в семнадцатый день – богатыри с номерами от 17 до 33, в восемнадцатый – с номерами от 16 до 33, и так далее, в тридцать второй день : богатыри с номерами от 2 до 33. Таким образом, за эти дни каждый богатырь побывает в дозоре 16 раз, а в последний день выйдут все.
Это решение можно изложить в общем виде, например, так. Например, пусть в k-ый день, где 1 ≤ k ≤ 16, выходят богатыри с номерами от 1 до k, а все богатыри, которые не вышли в в k-ый день, выходят в день, имеющий номер 33 – k. Тогда за каждую пару дней вида (k; 33 – k) в дозоре побывают все богатыри, и каждый выйдет 16 раз – по количеству таких пар. После этого они все вместе выйдут в последний день.
Критерии проверки
7 баллов. Приведено полное обоснованное решение
5 баллов. Приведен верный алгоритм, но рассуждения не полны или содержат неточности
1 балл. Приведен только ответ
0 баллов. Приведено неверное решение или оно отсутствует

2. Ответ: не существуют.
Решение. Предположим, что такие числа нашлись. Тогда выполняются равенства: a2 – 2ba + c2 = 0, b2 – 2cb + a2 = 0 и с2 – 2aс + b2 = 0. Сложим эти равенства. Перегруппировав и выделив полные квадраты, получим: (a – b)2 + (b – c)2 + (c – a)2 = 0. Это возможно только в случае, когда a = b = c, что противоречит условию.
Критерии проверки
7 баллов. Приведено полное обоснованное решение
5 баллов. Приведено верное в целом решение, содержащее незначительные пробелы или неточности
2 балла. Присутствует только верная идея сложения равенств, не доведенная до конца
1 балл. Приведен только ответ
0 баллов. Приведено неверное решение или оно отсутствует



3. Решение. Пусть ∠BMN = ∝, ∠BNM = β (см. рис.).
Первый способ. См. рис. 10.3а. Заметим, что ∠ОАВ = ∠ОВА = a (по теореме об угле между касательной и хордой), ∠АОВ = 2β (центральный угол). Из треугольника АОВ: 2∝ + 2β = 180°, значит ∝ + β = 90°. Следовательно, ∠MBN = 90°, что и требовалось.
[image: C:\Users\LEGO\Desktop\10.3.a.jpg]
Второй способ. См. рис. 10.3б. Пусть Q – центр второй окружности, тогда ∠ОQВ = 1/2 ∠АQB = ∝, ∠QOВ =1/2 ∠АOB = β. Следовательно, треугольники QBO и MBN подобны. Но ∠QBO = 90° (перпендикулярность касательной и радиуса), значит, ∠MBN = 90°, что и требовалось.
[image: C:\Users\LEGO\Desktop\10.3.b.jpg]
Существуют и другие способы рассуждений, например, можно использовать, что четырехугольник OAQB – вписанный (см. рис.).
Критерии проверки
7 баллов. Приведено полное обоснованное решение
5 баллов. Приведено верное в целом решение, содержащее незначительные пробелы или неточности
0 баллов. Приведено неверное решение или оно отсутствует



4. Ответ: в полтора раза.
Решение. Пусть среди делителей числа N есть числа а и 6а, тогда N делится на 6а.
Следовательно N делится на 2 и на 3, то есть 2 и 3 – два наименьших числа в списке. Тогда два наибольших числа в списке – это N/3 и N/2. Их отношение: N/2 : N/3 = 3/2.
Критерии проверки
7 баллов. Приведено полное обоснованное решение
5 баллов. Приведено верное в целом решение, содержащее незначительные пробелы или неточности
4 балла. Верный ответ получен, исходя из того, что 2 и 3 – наименьшие числа в списке делителей, но их присутствие в этом списке не доказано
2 балла. Верный ответ получен, исходя из рассмотрения конкретных примеров
1 балл. Приведен только ответ
0 баллов. Приведено неверное решение или оно отсутствует


5. Ответ: сможет выиграть первый.
Решение. Для того, чтобы выиграть, первый игрок после каждого своего хода должен создавать ситуацию, когда в одной из коробок 2n конфет, а в другой 2n + 1 (n – натуральное число).
В такой ситуации он заведомо не проигрывает.
Сначала он съедает две конфеты из второй коробки и получает нужную ситуацию. В дальнейшем, в ответ на любой ход второго игрока первый будет восстанавливать такое распределение конфет. Покажем, что он сможет это делать. Возможны 4 случая.
Второй ест четное количество конфет из той коробки, где их 2n. Тогда в ней останется 2m конфет (m > 0, иначе второй проиграл). В ответ первый съедает из другой коробки такое же количество конфет, и в ней остается 2m + 1.
Второй ест нечетное количество конфет из той коробки, где их 2n. Тогда в ней останется 2m + 1 конфет (m > 0, иначе второй проиграл). В ответ первый съедает из другой коробки на две конфеты больше и в ней остается 2m.
Второй ест нечетное количество конфет из той коробки, где их 2n + 1. Тогда в ней останется 2m конфет, где 0 < m < n (иначе второй проиграл). В ответ первый съедает из другой коробки на две конфеты меньше и в ней остается 2m + 1.
Второй ест четное количество конфет из той коробки, где их 2n + 1. Тогда в ней останется 2m + 1 конфет (m > 0, иначе второй проиграл). В ответ первый съедает из другой коробки такое же количество конфет, и в ней остается 2m.
Действуя таким образом, первый (если второй до этого ни разу не ошибётся) сведет игру к тому, что в одной коробке останется две конфеты, а в другой три, и после этого второй проигрывает, какой бы ход он ни сделал.
Критерии проверки
7 баллов. Приведено полное обоснованное решение
5 баллов. Приведено верное в целом решение, содержащее незначительные пробелы или неточности
3 балла. Приведена верная стратегия, но она не обоснована
1 балл. Приведен только ответ или ответ, полученный рассмотрением конкретных примеров
0 баллов. Приведено неверное решение или оно отсутствует
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